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XXXII. 


SOPRA LE EQUAZIONI FONDAMENTALI 
DELLA ELETTRODINAMICA 


« Rend. Lincei », seri 4, vol. VII,, 1891,, pp. 177-188. 


In una recente pubblicazione HERTZ © ha ricavato le leggi note della 
elettrostatica, del magnetismo e della elettrodinamica nel caso dei corpi in 
quiete da un sistema di equazioni differenziali. Ci si può ora proporre il pro- 
blema analitico di studiare quelle questioni del calcolo delle variazioni che 
possono dare origine alle dette equazioni. In tal modo i problemi della elet- 
tricità e del magnetismo si ridurranno a rendere stazionario un integrale 
definito, come appunto avviene per quelli della meccanica che dipendono 
dal principio dell’azione stazionaria. In questa Nota mi propongo di esa- 
minare sotto questo aspetto le equazioni di HERTZ. 

Possono ottenersi varie questioni del calcolo delle variazioni che in casi 
particolari conducono alle equazioni di HERTZ. Nel $ 3 ne è considerata 
una che conduce alle equazioni stesse nel caso il più generale. È evidente 
che in ciascun caso potranno stabilirsi dei teoremi analoghi ai noti teoremi 
di GREEN e del prof. BETTI, giacché questo può farsi in ogni questione di 
calcolo delle variazioni ® e potranno applicarsi i noti procedimenti impie- 
gati per varie classi di equazioni lineari alle derivate parziali provenienti 
da problemi di calcolo delle variazioni. Di ciò spero potermi occupare in 
un'altra comunicazione. 

Faccio osservare per ultimo che in ogni questione fisica la determina- 
zione del potenziale cinetico* è subordinata alla ricerca della dipendenza 
delle equazioni relative alla questione stessa da un problema di calcolo delle 
variazioni. Ottenuto il potenziale cinetico, una sua decomposizione in due 
termini (la cui differenza è l’energia del sistema) uno dei quali omogeneo e 
del 2° grado rispetto alle derivate prime (prese relativamente al tempo) 
dei parametri che individuano lo stato del sistema, l’altro indipendente dalle 
derivate stesse, dà una interpretazione meccanica della questione, perché la 
collega a delle equazioni differenziali aventi la forma data da LAGRANGE alle 
equazioni della dinamica. Se in tal modo si giunge a trovare che la questione 


(1) Nachrichten von der k. Ges. zu Göttingen, 19 März 1890. 

(2) Vedi in questi «Rendiconti» (1890) la mia Nota sul calcolo delle variazioni 
[in questo vol. XXVII, pp. 454-463]. 

(3) HELMHOLTZ, Ueb. die phys. Bedeutung des Princips der kleinsten Wirkung. Crelle, 
Bd. 100. 
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comporta una interpretazione meccanica essa, come osserva acutamente il 


POINCARÉ, è suscettibile di averne infinite altre ‘©. 
Perciò non ho approfondito nessuna di quelle che discendono immedia- 
tamente dalle questioni di calcolo delle variazioni considerate in questa Nota. 


SAI: 


I. Siano f,- :fm, m funzioni delle variabili x,- --&n„n. Poniamo 


fo= Hi 


d EF 
e consideriamo la funzione 
Fi Sa AO A iao): 


E facile dimostrare il teorema: 
La condizione necessaria e. sufficiente afinché le equazioni differenziali 
che provengono dall annullare la variazione prima di 


V = | F da, feed 


siano del primo ordine è che si abbia 


diet) hxch, dfin | Si) 
nr i (4) £(4) hi ha a Zir Jia) F h = k: r) 
F= F, + 2i La E; FS +5 i DA AF; F dan, E7 ato d (Eh Xh) ‘‘4k,) 


essendo le 
y h 
hot”eF, La 


fı Î, 


funzioni delle fı- - -fm e delle x,- + -Xm soltanto, le quali mutano segno per una 
trasposizione degli indici o degli apici. 

Nella ipotesi che F abbia la detta forma, le equazioni differenziali a cui 
dà luogo il problema di calcolo delle variazioni divengono 


Fo y aF” SI Err à 2F5% di 
o= 7 4 3g: T a ET R i Se ra VÀ: > 
h, h hyh shh 
gpa a aAA aplet BEST DAO. A 
4%, = (Fan si Va LA ir; A > a x) I 2 
N Lf ce AE TE fe, "das ] d(x4,,%%) 


2. Si supponga ora che le variabili indipendenti siano #,X,,x.,%3, € 
le funzioni incognite siano X,, X,, di sLy, Lg, Lg. Prendiamo 


3 T + pe Loop Ze da F% ZE i + X; Za 9% IA 


F= FFF 


supponendo F., F° È o; EREL gh funzioni delle X; Ei re, t 


(4) POINCARÉ, Electricité et Optique, pp. XIV, XV. 
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Cerchiamo le condizioni affinché le equazioni che si ottengono in questo 
caso siano soddisfatte dalle relazioni di HERTZ: 


( t: p Ton OX, +2 toy eLr+: Lr +2 
Arroa Tarta tà; ear OIT 3 TEREN bind 3 i darti 
(I) N DE posa Tori Arta + Vegeta N44) 
riv Lr +: GE OL, +2 eN Xr+ yi Xr +r 
Ur,» diri Pr irta TATO Rr Mr ,r+2 97 TAG: PCR, 
CASI sell, , Ur, s = Us, 3 ian) (5) 


ammettendo le X,,;, {,,5, v,s funzioni finite e continue insieme alle loro deri- 
vate in tutto lo spazio ed indipendenti dalla variabile ż. 
Le condizioni necessarie e sufficienti risultano 


dr, s E». Mr, s ES Vr s sì 
(1) ai ine aero 


essendo 4,6, c tre coefficienti costanti. Si ottiene poi 


OX, +2 Xr+: | 


Aki +i Xr +2 ji 


pn La I 
F= | Dr Eaa, a Xe 23% x,{ 


2 De 
PEAN re E A 
in cui $ denota una somma di derivate di funzioni arbitrarie, prese rispetto 
alle variabili #, x, ,.,3. Questa somma può togliersi da F senza alterare 
la questione di calcolo delle variazioni che si considera. 

Possiamo dunque enunciare il teorema: 

Nel caso in cui sono soddisfatte le equazioni di condizione (1), le equazioni 
(I) possono ricavarsi dall’annullare la variazione prima dell integrale 


dXr +1 A dXr+2 


be; J [x Da Ar, h Mi nari FTA a x (Ste SIOE Sia) 
i 2% 
êL, eL, asl 
Pb i L,( L go TPE DI? e 
ai: cKrt1 CIr+2 


ammettendo nulle le variazioni delle L, ai limiti t, e t, supponendo che S rap- 
presenti tutto lo spazio e le X, e L, siano infinitesimi del 2° ordine a distanza 
infinita. 

Se si ammettono soddisfatte le equazioni (I) la espressione di W può 
mettersi sotto la forma 


W = Kaa fz Za dy, h (X, Ly): dS — fx, Li Ar, h (X, L4)to dS 
$ S 


denotando con l’indice # e con l’indice Z, i valori delle quantità X, , L, prese 
rispettivamente pei valori # e £, della variabile # (ai tempi # e £). 


(5) Due indici z, s, tali che 7 = s$s mod 3 si ritengono equivalenti. 
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3. È facile pervenire ad un teorema analogo a quello di GREEN. 
Denotiamo con X;, L; e con X}, L; due sistemi di integrali delle equa- 


zioni (I). Si ha 


£ 
orata) JÉ oleguap olk 
p Dza, n Xare a pYA Z4a,, MdA Box -y dS di 
18 j 
f a(x; adag i (RI 
Saagis s. Ai Me t SZ) 
fa to S 


onde sommando 
es $ Di Zadra U — XL) dh a e f 2, Za ar, n (Xi L; — XL), dS 
$ $ 
ovvero 
Ja Tua (ile XK Las Cee 
S 


denotando con C una costante. 


Dia: 
I. Supponiamo che delle relazioni (1) sia soddisfatta la 
Ms Vers 
La, i ardea 
soltanto. 


In tale ipotesi le equazioni (I) potranno scrive:si 


de IX: Das +)X+ Vip Sio >) Xi "n (i ,r+2 N LI 9) Xii] 


n ale a irs) Pe) dale ir) W 14) 


dXr+2 rimane 

S [e pes "(e * La) + (presse (e E Lrg) t (rino? 29 (e Lu a)] 
pa OXr+2 Xr+ 
aae © dente 


essi quindi assumono la stessa forma come nel caso in cui le v,,; sono nulle. 
Noi considereremo in questo paragrafo le equazioni differenziali 


{ 9 OL,+ IL, 
| z D Pe REMERA Fo T Aa Pra N yqa] = SOA A T SS 
| Bop 

‘t 


tenendo presente che nel caso in cui le v,,; sono nulle (mezzo coibente) le 
3,5; Ur,s rappresentano i coefficienti delle equazioni di HERTZ, mentre nel 


(1°) 
S dX,4 2 OXr4+1 
fior 15 Purg Liti Pa, i La] Sg” ME dea 
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caso in cui le v,; sono diverse da zero (mezzo conduttore) essendo però sod- 
disfatte le (2), le X,,;, w ,s rappresentano i coefficienti stessi moltiplicati rispet- 


€ c 


i ri e a | 
tivamente per gli esponenziali e  “ ,e . Partendo dalla ipotesi che i coeffi- 
cienti delle equazioni di HERTZ siano tali che le forme quadratiche 


Lav vede Neg ie Ba ’ dla 2s Ur ,s dr As 


siano positive, la stessa proprietà sussisterà anche prendendo le às e {rs 


eguali ai detti coefficienti per gli esponenziali Pe I 4 rie 
2. Si ponga 
X, = La 
Ea -= TE ta 


le (I°) diverranno 


ƏL’ al 
J2 A T E rip aa. rid 


EIA a dx d%Xr +2 dXr+1 

dina 3V "D Xr pr 

7 ris ga n) dé 7, br, sL) = dXr+1 A dtrta 
e quindi 

ð e 

TET ppra]o 


| 2, Ea tala Bis r,s Li Eo 


Integrando avremo 


È) 
2, ag >A eE nt DI Vo SED, 
È) eV i 
Dc Pb rss dx, Ls € 


essendo e ed e delle costanti fispetto alla variabile 7. 

Ammesso di prendere queste due quantità funzioni finite e continue 
dei punti dello spazio e tali che all’infinito divengano infinitesime del terzo 
ordine, mentre le X,; e us si conservano sempre finite, prendiamo U e V in 
modo che risulti 


[ fe IU 
| Dai 4, p2% N af PTA = (A 
(3) | x È) 5 aV dg 
dae, TI 
Potremo allora porre 
SENA A 9U,+ 
| Zi Pa da one = TEN TRE 
(4) Î x» i -fis OVr+ta Het Vr +: 
| s Ur, stes = dir t4i Itria 
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e se le X,, L, saranno all’infinito infinitesime del 2° ordine, potremo pren- 
dere le U,,V. infinitesime del 1° ordine all’infinito. 


Poniamo 
dai , Nsa , Aa Mir s Pr, Urz 
Ars A a =R, , War s W22 s H23 =A 
Asr» a War s H32 s H33 
_ əlogD 9 log A 
Ae Pe VIA ’ M,s ai - FASI 
avremo 
| xE An (lt — fa) 
(5) Deer: 
| L=, Mre At — SEL). 
IXs +1 IXs +2 


Essendo e ed e indipendenti da Ż, ^s e s pure indipendenti da 7, o 
uguali a delle quantità indipendenti da ż moltiplicate per gli esponenziali 


€ c 


e dai ge dalle equazioni (3) si deduce 


d IU f] eV 
aes = 0 , 3g s rss gg TO? 


quindi alle equazioni (I°) potremo sostituire le altre 


©) a A 

aule ar Le) 
(6) Fio i) 

i o a Eede na) 


dXs+1 IXs +2 


insieme alle equazioni (3). Poste le equazioni sotto questa forma esse si 
possono dedurre subito da un problema di calcolo delle variazioni. 
Le (3) infatti possono ricavarsi, come è ben noto, dal rendere minimi 


Pa > + Ue las 
O= Jiz D,E, ere SL + Velas 


mentre le (6) (6°) possono dedursi invece dall’annullare la variazione prima di 


fe +1) 4, 


to 
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essendo 
Le EDI eUr+2 U,x+1 Us +2 OUs+i 
F=—/ PELA bd (E TRE n) 

$ 
I OV,+2 Vi+4i IVs+2 ƏVs+ı 

BE Ta Ze x, M, sad) «Va ER pra ) (Ci si SE] dS 
E (fe — sas 

7 (E SArta 


col supporre le variazioni di V, nulle ai tempi estremi £, e 4. 
Ne segue che potremo ricavare le equazioni differenziali (3), (6), (6°) 
col rendere stazionario 


£ 
(Rapa dt, 
i i 
essendo 
(II) Rap = AP + POP) 


ed «,ß; y dei coefficienti costanti arbitrarî. 


3. Abbiamo evidentemente 


I (@Ur+2 cU; IUs+2 ` OUs+: 
—F=4 |22 A, (e — $H) da St 
& j 


N ORFE Cxr+2) \ 0Xs+1 Asta 
OV,+2 ƏVr+ı OVs+a rew 
-i= 2; dai Ms (i gr IL) (E -ieai Fasta, dS 


Re e A e vas i A T 
S 


Se supponiamo soddisfatte le (3) si ha 


I AO U) 
pi a PETE S dS 
S 
ƏV ƏV 
U BAET G a Po dS. 


Abbiamo poi 


[PETS AdS lia Si (E ai )dS=0 


; Xrti CXr+a 
fE Se E uefa (a NaS = 0 


$ s 
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Quindi 


—F+P+O) 
=g f| 22l HX) EX) E (E HL (E L) as 
S 


po i CEIRI, X, Ke + E E prj Lo Ls} dS. 
S 


Ne segue che 
—(F+P+Q)e°" 
rappresenta la energia secondo HERTZ. 


4. Mediante una integrazione per parti, la espressione di T può scriversi 


t=fjz ui (ter — Sea)}zs 


\ art: 
Supponendo soddisfatte le (6°) avremo quindi 


FILE = forza, (e — en) (fl — Sietas = {x re CARO E N 


Ponendo dunque 


q A T 
T Dia VIETRI a rt DA (e) as 
r+ lXr +2 CIs +r CXsS+2 
7 Vi 
sù fx i Ila SEEM, (F T) E en 
2 s 2j f cCXr+i CXr+2 cIsti 04542] 
S j S 
avremo 


F +T = 0, —0,. 


5. Tenendo conto delle (5) le (6) e (6°) possono scriversi 


d e fe Li.) SA 2 | + Li.) 


CAr+1 Irta 
f] Vr +2 2 Vr +i , 
d%r+1 H T Xia) = d%Xr+2 ( o aj Xi) 
onde 
Ja. avaa Op. | RE RIVE. 
a 2 ee Dia, brg z | 
Ne segue È 


al ALS = 
O: = [ZF z a aa Be Mee xs 


0, = FSE- e eds [Les > 


T 
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e quindi 


zÆ æ dXr+43 Cxr+2/\9Xxs+1 


vagina zah DE e a e 


+e las. 


da, IXs 
Prendendo in quest’ultima formula 
V =— Ņ , 


si otterrà 


(III) Gu, pi (Ei Pt OYAR ENAA EEA 


ci 


nat Avi (e iL Eon i) |as 


dXr+1 dXr+2 IXs +1 IXs +2 


eU 2U 
+8/}3 E, Zog n + eU las. 
$ 
6. Annulliamo la variazione prima di 


(7) fCat 


t 


ammettendo nulle le variazioni delle U, ai limiti, otterremo 


aG, 


IUs+2 Us+1 
=f f- Lo dda A a seo cv ix, AR, (Fe) 


re (GR) 


A 


a r+ı 


+ejj- So i Arse S — e| SU4 Sdt 


d'onde 
ici 
Pvc pi PARI ar EE 
| DEM dii 


Us+i 
dXs+2 


Come abbiamo già osservato precedentemente, si deduce dalla prece- 


dente equazione 
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ponendo dunque 


Lo "EFP Afi 
n: IUs+2 IUs+ı 
X, s +% A,, (E ia rt, 


dalle (8) segue 
QLr+: -P Lrt 


d 
y S ps Xs) a 


dXr+2 dXr+1 
a IXr+2 IXr+r 
o È, Hr, s L.) rt dXr+1 A Xr+2 


che non sono altro che le (I°). Queste equazioni possono quindi ottenersi 
dall’annullare la variazione prima dell’integrale (7). 
La energia sarà data da 


ə dXr+i dXr+2 dAS+1 CXs+2 


®) oi xx, i e 2U, ni A (E Cda Sta) (FR Ai DL) 
S 


IU Di 46 LE 


"159%, ‘dx, \ 


+ 2,2, 


$ 3. 


I. Consideriamo ora le equazioni (I) nel caso generale, in cui cioè si 
ammettono arbitrarî i coefficienti X,,;, r,s, Yr,s salvo al supporli indipen- 
denti dalla variabile # e finiti e continui rispetto alle loro derivate prese 
relativamente alle variabili x,,,,x};- e tali che X,,;=;,,, W,s=Ws,r, 
Yrs = Vs,r- 

Esaminiamo Raga 


dA, r r IB, 
(IV) i et +32 ws} Ho 
i eB,r+: IBs+2 IBs+ı 
—Z D, Ny (E dadi — FL va Au) (FE ia F Iha — Ù va Aa) 
dA,r+ 2 Ar+ I dAs+2 dAs+ I 
+ z, 2, M,..( dXr+1 Xr+2 ( Xs+1 IXs+2 ) | dS 


ammettendo le A, , B, infinitesime del secondo ordine ‘a distanza infinita. 
Supposte nulle le variazioni ai limiti 4, e ź delle A, e B,, poniamo 


t 5 
(9) : 3 fP di =. 
TN 
Otterremo le equazioni 
r a] 2A IBs+2 eBs+: 
(10) e (z. Aek 5) dic aa Xi Vr, k XI Ai, (TE SI "Ca == Za va Aa) 
a Po CAs+2 GAs+1 \ È) CAs+2 SER Sarta) Ì 
+ CXr+2 | n Mira | dxX5+1 dX5+2 ) | Pet dXr+1 I Z; M,+.,.( dxs I dX5+2, \ 
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IBs+2 el eBs+i 
Its +1 dXs+2 


(11) 5(x Pa 3B, F-a e x. Arar, (Te — Xi Veh Ai)! 


ix bai. (e RA cite HA Ai). 


— da ax. +1 CXs+2 


2. Ciò premesso poniamo 


oi dXs+1 dX5+2 
Si avrà 
d 3 ; 2A; 2 2Br+2 eBr+: 
» pM Nia Mi == (2 À- e EA Di Vil Ai) 


onde a cagione della (10) 


OLr+1 ASSI Lr 
dXr+2 dXr+1 


(12) LA = ERRE DI 


In modo analogo avremo 


2 2B, d (IAr+2 CArt1) 
y Ur, s Ls = 4 (2 i A ni 


talché per la (11) 


d c IXr+2 IXr+ı 
(13) y Zs urbis -— A 


dXr+1 Xrt2 


Quindi le equazioni (12) e (13) che sono le equazioni di HERTZ, nel caso 
più generale, potranno ricavarsi dall’annullare la variazione prima (9) nella 
ipotesi che siano nulle le variazioni delle A, e B, ai tempi estremi 4, e 4. 


$ 4 


i. Quando si ha v,,;= 0, per modo che c = 0, abbiamo che le equa- 
zioni differenziali di HERTZ possono dipendere dall’annullare la variazione 


t 
prima di frat mentre lenergia è E (vedi (8^). Da quanto si è detto 


nella introduzione questa osservazione potrebbe condurre immediatamente 
a delle interpretazioni meccaniche della questione. 


2. Nel caso in cui il mezzo sia isotropo avremo 
da ica Ae Me tas 
dar = Aa = Ag =, Un = bo = Ma EU , Vi S Vaa = VV 
Ai Ag =Agi=a ’ M,=M,=M,;= 
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NE iodi le ata di Bas Boro Ga, si Psi semplicizzano 
i (TT), (IV). | 


Consideriamo in particolare la espressione di Ga,p. Avremo 


PELA epe (pi a (tue mela 


trt I dx r+2 


REJ a] 


‘afas G; odt = -ja | ea esi Cc Que las, 
het à è eie, si avrà i 


(4a vi 


ae 
dx, 
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RA SIT), 


